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Prenons un mouvement de rotation a vitesse angulaire uniformément varié dans le repére
(O,x,y) et en translation par rapport a un
repere extérieur (0’,x’,y’). (Roue de vélo p.e).

Si 0 est en translation par rapport a (O’,x,y’)

s

et 1 en rotation par rapport a (O,x,y), on peut A/FM yT
écrire Uy ¢ 150’ = Vme1-0 T Vo cooor - 7 S W > >—

a(Me 1/0) o X o’

Comme 1 est en rotation par rapporta O,

6]
M e 1-0 =M0/\a)1/0=a)1/0/\0M \9}A
OM:R.T_ivMGI—)O :a)l/oARﬁ
(on retrouve v = w - R).

v

Siil n’y a pas de translation par rapport a (O",X,Y’), V. 0n0, = 0.

AV, . 150 dlw-ZAR-n) dw dn
A 150 = - = = ZAR-n+w-ZAR -—
Me1=0 dt dt dt dt

d - — - -
Ape 150 =Rd—(:(z/\n)+a)-z/\R(a)-t)

d = — - rid d rd —
e 100 = Rd—(: (Z A7) +(w?R) - (z A t) = Rd—(: (t) -(w?R) - (D)

dan rd — - . -

d—?z w-t? posonsn = cos(w-t) X +sin(w-t)y

d_) . - - — . —

d—’; =—w-sin(w-t) X+ w-cos(w-t)y. Onremarque que dn est la rotation de n de g

Doncz—: = w-t C.Q.F.D

d - N
AMe 10 = Rd—(: (£) -(w?R) - ().

Appliquons le P.F.D

_ dw ,» —
Fye150 = M- Ape 150 = mRE (t) - mw?R (i)

dt
Posons mR? = ], l'inertie (kg - m?) de la masse concentrée en un point par rapport a
I’axe Z. Les deux théorémes de la dynamique sont donc les suivants.

Mo (Fure 109) = OM APz 10 = R A (mR‘Z—‘: (t) - mw?R (ﬁ)) = mR?-%(3)
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Les deux théorémes de la dynamique se résument donc ainsi :

dwx —
Jox - ar
m:-ay dw
ZFS—,_)S :ma—G): m'ay et VPES,ZMP(F§—>S) = ]OY._y 5’)
mea dt
z
dw;
Joz dr 2

Pour accroitre I'inertie d’un systeme il faut augmenter sa masse et éloigner cette masse de
I’axe de rotation. Exemple de calcul d’'un moment d’inertie. Si la masse n’est pas concentrée
en un point, il nous faut calculer I'inertie du systéme.

r dr | RRda

‘?’,“ 4*' La masse infinitésimale dm = p - r - da - dr - dl .

Par définition le moment d’inertie vaut

Joz =/ [ [dmxr?
dm Joz=[J pxrxr?xdaxdrxdl
L L2t / R
]oz=P><Jf Jr3xdr X da X dL
00 \0

MR?
2

1R
donc Joz = 2mplL fOR r3 X dr = 2mplL [%] = %anR“. Or M = prtR?L donc |Joz =
0

Exemples : guelqgues matrices d’inertie en fonction de la forme et 1’axe de rotation

Corps homogéne de masse m d?c::::e Matrice dinertie en (0.%.7.2)
1 1
—mR? 4 —mi* 0 0
2 12
1 1
0 —mR? + —mi? 0
centre 2 T
0 0 mR?
indre creux : rar R et ueur /
1 f-a
—mR? + —mi" 0 0
12
re 0 IRt s tmi® 0
L o
Y, z o ! 12
0 0 I mr2
cylindre plein : rayon R et longueur /
1 2.2
Em(b +c?) 0 0
1
centre 0 Em(a’ +¢?) 0
=V 1 :
0 0 —m(a® +6?)
12
mR* 0 0
2
centre 0 3mi"‘2 0
0 0 %mR’
sphére creuse : rayon R
ZmR? 0 0
5
2
x centre 0o ZmrR* 0
y 5
0 0 -:-mR’
sphére pleine : rayon R
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EXERCICE 0
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Une voiture de 1,6 tonnes a besoin d’étre poussée pour pouvoir démarrer suite a un souci
technique. L’accélération minimale pour démarrer est de 0,25 m.s*. Déterminer 1’effort a
exercer au point P en appliquant les théoréemes du P.F.D.

EXERCICE 1 : Un touret a meuler tourne a la vitesse de 3 000 tr/min. L’alimentation
est coupée, la broche met 40 s pour s’arréter.

e Calculer la décélération angulaire si celle-ci est supposée constante.

e Déterminer le moment d’inertie de 'ensemble et le couple résistant exercé par les
paliers pendant la période d’arrét (masse volumique des meules 2 500 kg.m et de
I'arbre 7 800 kg.m3).

@ 46

40 700 40

EXERCICE 2: Le couple de démarrage, a vide, d'une
perceuse est égal a 0,1 N.m. La vitesse de rotation atteinte est
de 3 000 tr/min, le moment d’inertie des parties tournantes
ramenées au mandrin est de 2.10* m?.kg.

e Calculer 'accélération angulaire si celle-ci est supposée
constante.

e Combien de tours faut-il au foret pour atteindre la vitesse de 3 000 tr/min et de
temps pour y parvenir.
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Exercice 3

Etude d’un cas concret - Un véhicule en freinage, moteur débrayé. ||I_/)|| = 100 Km/h.
L’accélération est négative (freinage). Son intensité se trouve a la limite du glissement. 2
roues motrices en A et A’. Le facteur de frottement est de 0,5.

] zene = 1000 les

A) Justifiez le sens et la direction des actions mécaniques.

B) Lister les actions mécaniques extérieures s’exercant sur le véhicule dans le repere

(G,x,y,z).

En statique la somme des forces est égale au torseur nul. Lorsqu’il y a une accélération, en

dynamique donc, on ajoute une force d’inertie, opposée au sens de I’accélération. En effet si
N, E@-S=Magilvientque Y, FE(S—S)—M.ag = 0.1l suffit donc

d’ajouter la force d’inertie, opposée a 1’accélération pour se retrouver dans une étude statique.

C) Ecrire le théoreme du « PFS » réduit au point G pour chaque action mécanique.

D) Déplacer chaque torseur au centre de gravité G et établir les relations entre chaque

inconnue.

E) Résoudre le systéme et dégager la valeur de 1’accélération projetée en x.

F) En déduire le temps de freinage et la distance de freinage.

EXERCICE 4 : On souhaite connaitre la vitesse minimale d'éjection d'une fleche de trente grammes
tirée verticalement a I'arc pour atteindre une cible située a trente métres plus haut que la fleche.

G
X
= G
ac. -
P
(0)

Q1. Justifier le schéma (1) proposé et dire ce que vous connaissez sur Vin, Vdébut, Xfin,Xdébut, tdebut .

Q2. Appliquer le principe fondamentale de la dynamique a la fleche. Quelle nous donne-t-elle ?
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Q3. Calculer, en posant les hypothéses nécessaires, I'accélération de la fleche par rapport au sol.

Q4. Calculer la vitesse d'éjection de la fleche Vaevut €t la durée tan-tasou du parcours pour atteindre la
cible, sachant que I'accélération est supposée constante.

Exercice 5 : On souhaite connaitre la puissance que doit fournir le scooter pour éjecter les
cobayes.

L'accélération du tourniquet doit étre ,

e _ 4 P
le rayon du tourniquet est R=1 m, la vitesS&MinimdléEst w=4n rad-s !, la masse de chaque
cobaye est m=80 kg .

$

Q5. Appliquer le principe fondamentale de la dynamique au tourniquet.
Q6. Calculer, en posant les hypothéses nécessaires, le couple du scooter sur le tourniquet.
Q7. Calculer la puissance minimale en W en CV (1CV = 734 W) a fournir au tourniquet. Conclure

Exercice 6 : On souhaite simuler sur un « home-trainer » |'effort a fournir lors d'une accélération
d'une épreuve de sprint en cyclisme sur piste.

Hypothéses
La course s'effectue sur 3 tours d'une piste de 250 m de long :

1°" tour : les coureurs se jaugent a vitesse quasi nulle pendant une durée indéterminée,

28™e tour : ils accélérent de facon linéaire pendant 20's,

3%me tour : s'effectue a vitesse constante pendant 10 s.

La masse du cycliste est de 90 kg, celle du vélo 7kg.

L'inertie d'une roue est de 0,02 kg-m?2.Le diamétre des roues est de 70 cm et celui du cylindre
du « home-trainer » est de 10 cm.

On néglige l'inertie liée au mouvement du cycliste.
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Exercice 7:

© Podium juge arbitre @ Ligne d'amivée © Podium juge a l'amivée
© Podium starter © Ligne des 200m @ Lignes de poursuite

© Cote d'azur © Ligne de mensuration © Ligne des sprinters (rouge)
@ Ligne des stayers (bleue)

Roue arriere

® r
Cylindre
La vitesse du cylindre dépend du rapport
deRetr.

Q8. Exprimer |'énergie cinétique du cycliste, du vélo, des roues.

Exprimer chaque énergie cinétique en fonction de la vitesse de rotation des roues.
Exprimer I'énergie cinétique totale en fonction de la vitesse de rotation des roues.

Q9. Exprimer |'énergie cinétique de la roue arriére sur le « home-trainer ».

Exprimer I'énergie cinétique du cylindre du « home-trainer » en fonction de la vitesse de
rotation de la roue arriére du vélo.

Q10.Calculer l'inertie du cylindre a placer sur le « home-trainer » qui équivaut a l'inertie de
I'ensemble cycliste/vélo-roues lorsque le vélo est en translation. En déduire sa masse.

Q11. Calculer lors du second tour I"accélération et la vitesse maximale du vélo.

Q12.Calculer lors du troisieme tour la vitesse moyenne.
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Exercice 8 : On désire pratiquer des tests directement sur le modéle réduit en le
disposant sur un banc test. Afin de simuler le comportement du modéle réduit, on
dispose :
* D'un volant d’inertie 1 de moment d'inertie J1 rapporté sur 'axe moteur isolé qui
est destiné a simuler I'inertie de 'ensemble du modéle réduit.
* Des volants d’inertie 2 de moment d'inertie J2 rapportés sur les axes des roues
a la place des roues motrices destinés a simuler 'inertie de la masse du modéle
réduit en translation.

train arriere/chassis

\*:OJ

<\

train avant/chdssis

amicre=42,6145.10 " kg . n1’

*’Ttrain avant :Jtmin

Moteur
moment d'inertie du rotor J "

tor

rapport de transmission :
k_=0,126

av

k =0,126

arm ére

Roues de diamétre
D =65.10°

Remarque : pour faciliter la compréhension, on prendra les rendements de la chaine
d'énergie de 100 %.

Rappel : énergie cinétique :
* (Cas d’un solide S1 de masse m en mouvement de translation a la vitesse V :
e Ecsi = V2-m-V?2

¢ (Cas d’'un solide S2 de moment d'inertie J en mouvement de rotation a la
vitesse angulaire w : Ecs2 = 72J-w?

Cas d'un systéme de solides: ECsysteme = ECsi1 + EcCs2 +
Hypotheéses : moments d’inertie des roues dentées et des arbres
de transmission négligés.
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Calcul du moment d’inertie J1 équivalent du volant rapporté sur l'arbre du moteur isolé.

e Exprimer I'énergie cinétique des différents éléments séparés de la voiture : arbre
moteur en rotation, train avant en rotation, train arriére en rotation, voiture en
translation.

e Exprimer tout en fonction de la vitesse de rotation du moteur Q mot.

e Exprimer I'énergie totale accumulée par la voiture lancée a une vitesse V.

e Exprimer littéralement I'énergie cinétique du moteur isolé lancé a la méme vitesse
que le moteur de la voiture, il est muni de son volant d'inertie de moment d'inertie

J1.

e Comparer les expressions et en déduire la relation permettant de déterminer le
moment d'inertie équivalent J 1.

e Calculer J1.

Calcul du moment d’inertie J2 équivalent du volant rapporté sur I'axe de la roue.

Quand la voiture est sur le banc, on cherche simuler les conditions sur route. |l
faut donc faire « croire » au moteur que la voiture avance, c'est a dire lui donner une
charge similaire a celle de la voiture en mouvement. Pour cela on va dimensionner
des roues spéciales.

Remarque : Linertie de la masse des roues motrices en rotation (Jantes et
pneumatiques) sera négligée dans la suite de cette étude.

o Exprimer I'énergie cinétique de la voiture lancée a la vitesse V.
o Répartir cette énergie sur chacune des roues motrices.

o Exprimer I'énergie cinétique d'un volant d'inertie 2.

o Déduire le moment d'inertie J2 .

Roéle de la transmission.

o Comparer les moments d'inertie calculés précédemment.

. Conclure sur le role de la transmission.



